3. Vilkérlige trekanter

3. VILKARLIGE TREKANTER
I dette afsnit vil vi beskaftige os med trekanter, der ikke nedvendigvis er
retvinklede. De formler, der er omtalt i afsnittet om retvinklede trekanter,
kan ikke bruges her, men der kan opstilles nye formler, der gor det muligt
ogsé at beregne ukendte sider og vinkler i skevvinklede trekanter.
Hvis man kender tre stykker - vinkler eller sider - i en trekant, kan
man beregne de ovrige vinkler og sider. Dog ikke i en trekant, hvor man
kun kender de tre vinkler.

AREALET AF EN TREKANT
Vi vil bevise en formel for arealet af en vilkérlig trekant:

S«tning 3.1: Arealet af en trekant

Arealet T af en vilkarlig trekant er:
T'=Y% absin C
Her er a og b de hosliggende sider til ZC . Tilsvarende gelder:

T=YbcsinA og T=VY2acsin B

Bevis for sztning 3.1
Figurerne i margenen viser en trekant, hvor vi har tegnet hgjden /_ fra
vinkelspidsen A. Hvis trekanten er spidsvinklet, falder hgjden inden for
trekanten. Hvis ZB er stump, falder den udenfor. I begge tilfzlde kalder
vi hojdens fodpunkt for D.

Vi ved i forvejen, at trekantens areal er givet ved formlen:

T=10 bﬂa

Vi kan finde hojden 4, ved at regne pi AADC. Da trekanten er retvink-
let, geelder:

sinC = /Q
b
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Ved at betragte denne enhedscirkel kan
man se, at sin (180° — v) = sin v
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Huis vinkel C er stump, forlober beviset
Jor setning 3.1 lidt anderledes. Udfor-
dring: Kig lidt pa enhedscirklen overfor
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3. Vilkarlige trekanter

/7a =b-sin C
Indsatter vi dette 1 7 = V2 /75Z a, far vi:
T=Yabsin C

Hermed er beviset fort. De to andre formler bevises pa tilsvarende
méde.

Eksempel 3.2
Man kan finde arealet af den forste af de to trekanter i margenen ved at bruge
formlen 7= %5 ab sin C:

T =%Yabsin C
=14.36-27 - sin 63° = 433

I den naste trekant kender man ikke ZC, men ZA og dens to hosliggende sider. I
dette tilfelde ser beregningen derfor séledes ud:

T =% bcsin A
=Y -35,8-41,7 - sin 37,1° = 450

SINUSRELATIONERNE

Nér man skal beregne sider og vinkler i vilkarlige trekanter, bruger man
to set formler, nemlig de sikaldte sinusrelationer og de sikaldte cosinus-
relationer. Vi vil forst beskeftige os med sinusrelationerne.

S«tning 3.3: Sinusrelationer

I en vilkarlig trekant ABC gelder:

a b ¢

sinA sinB sinC

Forholdet mellem lzengden af en side og sinus til dens modstdende
vinkel er det samme for alle sider i trekanten.

297



3. Vilkérlige trekanter

Bevis for setning 3.3
Vi beregner trekantens areal pa to forskellige mider. Tager vi udgangs-
punkt i ZA, fir vi arealet 7= Y5 bc sin A. Med udgangspunkt i ZB fir
vi T'= Y5 ac sin B. Da en trekant naturligvis kun har et areal, ma der
gelde:

Va2 besin A =Y2 acsin B

besin A= acsin B

bsin A=asin B

bsin A
=a

sinB

b a

sinB sinA

Hermed har vi bevist den forste af de tre ligninger i sinusrelationerne.
Den naste fir vi tilsvarende ud fra 7' = %2 ac sin B og den tredje ved
T'=Y absin C.

Eksempel 3.4
I den viste trekant kender vi to vinkler og en side. Den tredie vinkel kan vi beregne
af vinkelsummen:

ZC=180°~57,5°=75,1° = 47,4°

Siden « finder vi ved hjelp af en sinusrelation:

a b

sinA sinB

a 125
sin75,1°  sin57,5°

12,5-5in75,1°

- =14,3
sin57,5°

Siden ¢ finder vi ogsé ved hjelp af en sinusrelation:

b ¢
sinB  sinC

12,5 c
sin57,5° sin47,4°
c=109
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Cosinusrelationerne:

A=+ b*=2abcos C
b* = a* + & —2accos B

2= b+ 2 =2bc cos A

3. Vilkarlige trekanter

COSINUSRELATIONERNE

Lige som sinusrelationerne er cosinusrelationerne et st formler, der bru-
ges til at finde sider og vinkler i trekanter. De to set formler supplerer
hinanden. I tilfelde, hvor sinusrelationer ikke er egnede til at lose et
problem, kan man anvende cosinusrelationer og omvendt.

S«tning 3.5: Cosinusrelationer

I en vilkrlig trekant gelder:
A=+ b*—2abcos C

Kommentarer: Sztningen kaldes ofte for “Den udvidede pythagorziske
Leresetning”, fordi den minder om Pythagoras’ sztning. Den har dog
fiet et ekstra led, fordi ZC ikke er ret.

Laeg mearke til, at cosinusrelationen ovenfor handler om en side ¢ og
dens modstiende vinkel C. Inde i formlen indgir de to andre sider. Som
cosinusrelationen er formuleret ovenfor, er den let at g til, hvis man har
brug for at finde siden ¢. Er det derimod siden 2, man skal finde, er det
ikke ZC, men ZA der kommer til at indg i formlen:

a* = b + ¢ —2bc cos A
Tilsvarende ser relationen siledes ud, hvis vi skal finde siden #:

b* = a* + & —2ac cos B

Bevis for sztning 3.5

I AABC tegner vi hgjden /4 fra A og kalder dens fodpunkt for D. For
enkelheds skyld kalder vi stykket | D] for x. Stykket |[BD| mi da vere «
— x. Vi bruger Pythagoras pd AABD:

(a—x)*+h?=c
42+x2—24x+hﬂ2=52 ™)
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3. Vilkérlige trekanter

Storrelsen hﬂz indgér ikke i cosinusrelationerne, si vi vil gerne af med
den. Pythagoras anvendt pd AADC giver:

2ah2=t?

som omformes til:

/7ﬂ2 = b* —x? Huis vinkel C er en stump vinkel, ser tre-
kanten lidt anderledes ud, men beviset
Vi indsatter i (*): kan gennemfores alligevel. Udfordring:

Gennemfor beviset

a=2ax+ x>+ b —x* = ¢
2+ b= 2ax=272 (**

Storrelsen x indgér heller ikke i cosinusrelationerne. Vi fir den vak ved
at bruge cosinus til ZC'i den retvinklede trekant AADC:

cosC=">
Vi isolerer x og fir x = & - cos C, der indsettes i (**):
a* + b* = 2ab cos C = ¢

Hermed er sztningen bevist, nir ZC er en spids vinkel.

Eksempel 3.6
Vi tenker os, at vi kender ZC og dens to hosliggende sider. Vi vil finde den mod-
stdende side ¢ ved hjelp af en cosinusrelation:

A =+ b —2abcos C
=172+122-2-17-12 - cos 65° = 260,6

Herefter finder vi ¢ ved at uddrage kvadratroden:

c=+/260,6=16,1

Man kunne ogs3 sette sig for at finde £A4 og £B, men for gjeblikket lader vi dette
problem hvile.
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3. Vilkarlige trekanter

Eksempel 3.7

Vi tenker os, at vi kender ZB og dens to hosliggende sider. Vi vil beregne den
modstdende side 4. Vi kan imidlertid ikke bruge sztning 4.5 direkte. Da det er
ZB, vi kender, skal vi bruge en cosinusrelation pa formen:

b* =%+ & —2accos B
=4,312+5272-2-4,31-5,27 - cos 47,1° = 15,426
b=115426=2393

Cosinusrelationerne er ofte nyttige, ndr man skal beregne en vinkel. S&-
dan som vi har skrevet formlerne indtil nu, har de imidlertid veret mest
velegnede til beregning af en side. Skal man beregne en vinkel som fx
ZC, bliver det nodvendigt at isolere cos C'i udtrykket ¢ = 2% + b* — 2ab
cos C. Lad os se pd et par eksempler:

Eksempel 3.8
Hvis man kender de tre sider i en trekant, kan man bestemme dens vinkler.
Forst ZC:

A =a+ b*—2abcos C
5,32 = 3,62+ 4,72 -2 -3,6 - 4,7 - cos C
28,09 = 12,96 + 22,09 — 33,84 - cos C

33,84 cos C + 28,09 = 35,05
6,96

33,84
33,84 cos C = 6,96

=0,2057

cosC =

C=cos10,2057 = 78,1°
£B og ZA findes pd samme méide.
Ovelse 3.9
Isolér cos C i cosinusrelationen ¢ = 42 + b* — 2ab cos C, s& der fremkommer en

formel til beregning af vinkel C.
Udled ogsé formler til beregning af vinkel A og vinkel B.
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4. De fem trekantstilfzlde

4. DE FEM TREKANTSTILFALDE

Vi har tidligere omtalt de fem sikaldte trekantstilfelde og vist, hvordan
trekanterne kan konstrueres med passer, lineal og vinkelméler ud fra tre
givne stykker. Her vil vi gennem eksempler se, hvordan man i alle fem
tilfzlde kan beregne de ukendte sider og vinkler. Forst en oversigt:

TREKANTSBEREGNINGER I DE FEM TREKANTSTILFE LDE

Figur

Givet

Metode

Tilfelde nr. 1:
ALLE TRE SIDER

1. En vinkel ved cos-relation
2. En anden vinkel ved cos-relation
3. Den tredje vinkel ved vinkelsum

Tilfxlde nr. 2:
EN VINKEL OG
DE HOSLIGGEN-
DE SIDER

1. Sidste side ved cos-relation
2. En anden vinkel ved sin-relation
3. Den tredje vinkel ved vinkelsum

Tilfxlde nr. 3:
TO VINKLER OG
DEN MELLELIG-
GE SIDE

1.Den tredje vinkel ved vinkelsum
2. En anden side ved sin-relation
3. Sidste side ved sin-relation

Tilfxlde nr. 4:

TO VINKLER OG
EN IKKE MELLEM-
LIGGENDE SIDE

1. Den tredje vinkel ved vinkelsum
2. En anden side ved sin-relation
3. Sidste side ved sin-relation

N

Tilfelde nr. 5:

T'O SIDER OG EN
IKKE MELLEMLIG-
GENDE VINKEL

1. En vinkel ved sin-relation

2. Den tredje vinkel ved vinkelsum
3. Sidste side ved sin-relation

Pas pal Maske to losninger

Eksempel 4.1: Forste trekantstilfelde
Len trekant ABC er de tre sider givet. Deres lengder er angivet pd figuren. Trekantens
vinkler pnskes beregnet.

1. Vinkel A beregnes ved en cosinusrelation:

b +ct -4 832°+135°—8,90°

cos A= =0,7668
2bc 2-8,32:13,5

ZA=399°

2. Vinkel B beregnes p4 tilsvarende made:
2, 2 42 2 2 2

COSB=d +c—b =8,90 +13,5°—8,32 - 0.8000
2ac 2-8,90-13,5

ZB=369°
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4. De fem trekantstilfzlde

3. Vinkel Cberegnes p4 tilsvarende mide ved en cosinusrelation til 103,2° . Herefter
kan man kontrollere resultatet, idet vinkelsummen bliver:

LA+ LB+ £C=39,9°+36,9° + 103,2° = 180°

Eksempel 4.2: Andet trekantstilflde
I trekant ABC er der givet to sider og den mellemliggende vinkel. Storrelserne er
angivet pd figuren.

1. Den tredie side beregnes af en cosinusrelation:
& = b + > —2bc cos A
a* = 8,562 + 12,12 =2 - 8,56 - 12,1 - cos 85,1° = 202,0
a=14.2

2. Vinkel B findes ogsa ved en cosinusrelation:
A+ =67 1427 +12,1% - 8,567
2ac 2-14,2-12,1

ZB=36,9°

=0,7996

cosB =

3. Vinkel C beregnes ud fra vinkelsummen:

ZC=180°—-85,1°—36,9° = 58,0°

Eksempel 4.3: Tredie trekantstilfelde
Trekant ABC er givet ved to vinkler og den mellemliggende side. De givne stykker

er vist pd figuren i margenen.
1. Vinkel B beregnes ud fra vinkelsummen;

ZC=180°—-30,3° — 124,3° = 25,4°

2. Siderne beregnes ved hjalp af sinusrelationer:

b c b 9,68 9,68-sin124,3°
= = = Sb="-——""""=18,64
sinB sinC  sinl124,3° sin25,4° sin 25, 4°
a ¢ a = 9,68 & a= M =11,39

= (=1 a
sinA sinC sin30,3° sin25,4° sin 25,4°
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4. De fem trekantstilfzlde

Eksempel 4.4: Fjerde trekantstilfelde

Trekant ABC er givet ved to vinkler og en ikke mellemliggende side. De givne
stykker er vist pd figuren i margenen.

1. Vinkel B beregnes ud fra vinkelsummen:

ZC=180°—-23,8°—-35,9° = 120,3°
2. Siderne beregnes ved hjalp af sinusrelationer:

a b a 6,57 o :6,57~sm23,8 — 452

= & a
sinA sinB sin23,8°  sin35,9° sin35,9°

c b c 6,57 6,57 -5in120,3°
_ o=

= = (4
sinC  sinB  sin120,3° sin35,9° sin35,9°

=9,67

Eksempel 4.5: Femte trekantstilfelde

Trekant ABC er givet ved to sider og en ikke mellemliggende vinkel. De givne
stykker er anfort pa figuren.

1. Vinklen C beregnes ved hjelp af en sinusrelation:

a c 7,77 9,60 . 9,60-sin50,5°
= sin( = ———F———

=— o — == =S =0,9534
sinA sinC sin50,5° sinC 7,77

I trekantstilfelde fem kan der vare to losninger. For at gennemfore en korrekt
beregning, er det vigtigt at huske p4, at ligningen sin C= 0,9534 har to lgsninger.
Den ene findes ved af anvende invers sinus og den anden ved at treekke den forst
fundne fra 180°. Sidan:

£C, =sin(0,9534) = 72.4°
£C,=180°-72,4° = 107.6°

2.Vinkel B beregnes ud fra vinkelsummen:

ZB, = 180° - 50,5° - 72,4° = 57.1° 1o vinkler kan have samme sinus
ZB,=180° - 50,5° - 107,6° = 21,9°

3. Den sidste side beregnes af sinusrelationer:

.bl BN by _ 960 o _9:60-sin57,1 ~8.46
sinB; sinC;  sin57,1° sin72,4° sin72,4°
by _ e by _ 960, 960-sin219° ..

sinB, sinC, sin219° sinl07,6°  ~  sinl07.6°
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5. Beregning med ligningslgser

5. BEREGNING MED LIGNINGSL@SER

Mange mennesker er ikke interesseret i teori, men har et behov
for at gennemfore mange beregninger i forbindelse med praktiske
anvendelser. Sddanne mennesker vil ofte vaelge IT-verktojer til deres
beregninger. Her vil vi vise, hvordan en ligningsleser kan benyttes til

TS trekantsberegninger.
Tool5|ATIcbralCalc|Okher |Framl0jClcan Ur
a E.6d
, 5‘:‘1”9[ Sinc3E. 4 - =incsE.’ Eksempel 5.1
R : Vi tenker os, at LA = 30,4°, £B = 58,5° og b = 6,64. Vores opgave er at beregne
BT B V) a. Vibegynder med at tegne en provefigur, og ser straks, at opgaven kan lgses med
Ligningen fra eksempel 5.1 er indraster 1 sinus-relation:
1 ligningsloseren og lost til 3,941 p 6.64 g
: P . N
sin30,4°  sin58,5 P \
6,64 \
,/'/ AN
.. . . P \
I?etteu kan vi 11.1dtaste. direkte 1 solver.en s.om //T 30,4° 58,5‘?\
vist pd skermbilledet i margenen. Facit bliver - E
3,941.
o el e ae] |
Tools|A13cbra|Calc|0ther |FFImI0|Clean Ur
Eksempel 5.2
Denne gang tenker vi os, at vi kender tre- C
- - kantens tre sider og skal finde finde ZC (se \
mzolueli7. 7E1E = (8. 2602 + (b ) ) -
c provefiguren). En cosinusrelation kan lose
problemet: 4,92 W
Ligningen fra eksempel 5.2 lpses med 2 =24 b —2abcos C ™
ligningslpser AP -7 B
Vi indsatter tallene og indtaster lignignen i
ligningsleseren som vist. Facit er ZC = 66,9°.
Eksempel 5.3
De givne stykker fremg3r af provefiguren,
1o |15 4br a| et kb |rr 2rain| 1 0p e 0g opgaven er at finde ZC. C
11,3 9,1
11.3 9.1 inC . o °o_ °_
o SD]UE[m =m' SlnC sm(lSO 56,2 C) 9.1
Harnind: Moe;1tmmuv itk Den ubekendte C Stir ganSke ViSt to
y . . steder i ligningen, men det generer ikke
Ligningsloseren har lost ligningen i . . Shngen, 1 8 R ¢ Ho
. ligningsleseren. Facit er ZC =73,32°. 56,2
eksempel 5.3 og fiet resultater C = A B
73’320 1 1,3

305



6. Landmadling

6. LANDMALING

Nar vi ser meget gamle kort, leegger vi merke til, at de er meget ungjag-
tige. Kendte og tetbefolkede omrader er ofte forstorret i forhold til de
mere gde. Det er mest sofarende, der har tegnet kortene, og derfor er
kystomrader som regel tegnet mest korrekt og med flest detaljer.

Et problem for dem, der tegnede de gamle kort, var naturligvis, at de
ikke havde mulighed for at gennemfore systematiske malinger af afstande
og vinkler.

Moderne kort tegnes s& vidt muligt, sd de er ligedannede med det
landskab, de beskriver. Alle vinkler skal vare de samme som i naturen,
og alle afstande skal veere en bestemt faktor mindre end i naturen. Denne
skalafaktor kaldes mdlestoksforholder. 1 Danmark fremstiller Kort- og
Matrikelstyrelsen (tidligere Geodetisk Institut) detaljerede kort med
forskellige malestoksforhold, fx 1:25.000.

Hele Danmark er blevet omhyggeligt udmailt ved en metode, man
kalder triangulering. Idéen i metoden er, at man kan bestemme afstande
med stor ngjagtighed ved at méle vinkler. Figuren pd neste side illustre-
rer fremgangsmaden. Man har udvalgt et antal malepunkter 4, B, C, D,
osv. pa hejtliggende steder i landskabet. Disse punkter, som man kalder
trigonometriske punkter eller geodtiske stationer, er som regel markeret
med en muret firkant eller en stor tilhugget sten af ca. en meters hojde.
To af punkterne er blevet serligt udvalgt, og afstanden mellem dem
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Trigonometrisk punkt pd Fur. Teksten
pd stenen lyder: Denne Sten og Grunden
ombkring den i 2 m Afstand er freder.
Navnlig forbydes der at tende Ild paa
eller ved den. GS



6. Landmailing

En landinspektor arbejder med sin
teodolit. Til hojre ses et fikspunkr ril
Jastlwggelse af hojde

TRIANGULERING

mélt meget nojagtigt. P tegningen er det A og B, der er udvalgt. Linien
mellem dem kaldes trianguleringens basislinje.

Med en teodolit méler man ZCAB og £ CBA, hvorefter man i AABC
kender en side og de to hosliggende vinkler. Man kan derfor beregne
lengderne af AC og BC ved hjelp af sinusrelationerne.

Herefter vender man sig til AADC, hvor man nu kender siden AC.
Med teodolitten maler man ZDAC og £ DCA, hvorefter man pd samme
mdde som for beregner siderne AD og DC. Pd denne made kan man
arbejde sig gennem alle trekanterne pd figuren.

Metoden har veret anvendt til at kortleegge hele Danmark ud fra en
enkelt basislinie pA Amager. Den eneste afstand, der er blevet malt, er
leengden af basislinien. Alle gvrige malinger har veret vinkelmalinger,
som man kan udfere med meget stor ngjagtighed.

I nyere tid bruger man ofte luftfotografering og satellitbilleder, nar
der skal tegnes kort. Med disse hjzlpemidler kan man fi mange detaljer
med, si kommunen kan let afslore det, hvis vi bygger en velstandsknast
eller ekstra carport uden byggetilladelse.

Ovelse 6.1

Om trianguleringen pa tegningen til venstre oplyses, at lengden af basislinien er

|AB| =2571,3 m, og at ZCAB = 59,225° og LABC = 52,765°.
Beregn |AC] og |B(].
Herefter miles ZDAC = 28,875° og LACD = 94,135°. Beregn |AD| og |CD|.
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