2. Areal

Arealfunktion
I det foregdende har vi forsegt at pdvise et behov for at udvikle en
regnemassig metode til bestemmelse af arealer. Vi forestiller os, at der
er givet en kontinuert og voksende funktion f (x) med ikke negative
funktionsverdier pa et interval fra « til 4. Vores opgave er at bestemme
arealet af den figur, der begrenses af x-aksen, grafen for fog linjerne
med ligningerne x = 2 og x = b.

Til det formdl opfinder vi en sakaldt arealfunktion A(x), idet vi lader
A(x) betegne arealet under grafen fra  til x.

Eksempel 2.3: Arealfunktion
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Tegningerne viser nogle funktionsverdier for arealfunktionen med de tilsvarende
arealer skraveret.

A(3) er arealet fra a til 3 og A(?) er arealet fra 4 til «.

A(b) er hele det sogte areal fra 4 til & under grafen. Endelig er A(a) lig med
arealet af et lodret linjestykke, dvs. A(a) = 0.

Vi vil nu vise, at der gelder folgende setning:

Satning 2.4: Arealfunktion

Arealfunktionen A(x) for en kontinuert funktion f'(x) er diffe-
rentiabel, og der gelder:

A'(x) = f(x)

Arealfunktionen er altsd en stamfunktion til £ (x)

110

Ala) =0

\ &

a4
o 4
o 4
I

D -
o\ 4
~ 4+
>~

A(b)

a 2 3 4 5 6 7 6




2. Areal

Ay

X

>

x x+Ax b

Bevis for sztning 2.4: Arealfunktion

Vi ser forst pa en positiv og voksende funktion. Beviset tager udgangs-
punkt i tretrinsreglen, og vi begynder derfor med at beregne differens-
kvotienten:

:M:A(x+Ax)—A(x)
C A Ax

a

Arealtilveksten A4 = A(x + Ax) — A(x) er lig med arealet under grafen
fra 2 til x + Ax minus arealet fra « til x. Med andre ord arealet fra x til
x + Ax, det farvede areal.

Udtrykket for differenskvotienten kan ikke umiddelbart reduceres,
sd vi gir straks videre til tretrinsreglens trin 3, hvor vi skal undersege,
om «, = AA/Ax har en gransevardi for Ax - 0.

Man kan ikke umiddelbart se, hvad grenseverdien er, men arealet
AA kan ,klemmes ind“ mellem to kendte arealer. Tegningen viser si-
tuationen:
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Da funktionen fer forudsat at vere voksende, ma der galde:
) Ax < AA< fx+Ax) - Ax

Da Ax > 0, kan vi dividere igennem med Ax:

flx)< ﬁxA < flx+Ax)

Nir Ax - 0, vil f(x + Ax) nzrme sig vilkarligt tet tl f(x). Da AA/Ax
ligger klemt inde mellem f'(x) og f (x + Ax), md denne storrelse ogsa
nzrme sig f(x). Vi har altsd vist, at:
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